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eja G um grafo conexo.

Uma arvore T"em G é geradora
se contém todos os vértices de G.

Problema: Dado G conexo com custo ¢, para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de custo minimo.

O custo de uma arvore é a soma do custo de suas arestas.
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Arvore geradora minima

g N

Uma arvore T"em G é geradora
se contém todos os vértices de G.

eja G um grafo conexo.

Problema: Dado G conexo com custo ¢, para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de custo minimo.

O custo de uma arvore é a soma do custo de suas arestas.
Tal arvore € chamada de arvore geradora minima em G.

MST: minimum spanning tree
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Arvore geradora minima

s N

eja G um grafo conexo.

Uma arvore T'em G é geradora
se contém todos os vértices de G.

Problema: Dado G conexo com custo c. para cada aresta e,
encontrar arvore geradora minima em G.



Nota
Seja T a árvore com arestas vermelhas e seja A todas as arestas vermelhas, exceto bc.
Com S={a,b},     (S,V-S) é um corte que respeita A.
As arestas de custo mínimo nesse corte são ah e bc (com custo 8).
Ao incluirmos ah em T, obtemos o ciclo C= {a,h,g,f,c,b}.
Esse ciclo C de T+ah tem outra aresta que respeita o corte: bc.
Portanto T+ah-bc é uma MST que contém A+ah
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Arestas seguras

fSeja G = (V, E) um grafo conexo.
Funcao w que atribui um custo ¢, para cada arestae € F.

A C F contido em alguma MST de (G, ¢).

Aresta e € I/ € segura para A se
A U {e} esta contido em alguma MST de (G, ¢).

Se A nao € uma MST, entao existe aresta segura para A.

GENERICO (G, ¢)

A0

enqguanto A nao é geradora faca
encontre aresta segura e para A
A<+ AUu{e}

devolva A

OO~ 0wWON =

-
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Arestas seguras

fCorte em G: particao (S,V \ 9). T

Aresta e cruza o corte (5,V \ S) se
exatamente um de seus extremos esta em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, ¢), entao e com
c(e) minimo em corte que respeita A € segura para A.

Prova: Seja T"uma MST em (G, ¢) que contem A.
Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.

Se e nao esta em T, seja C 0 Unico circuito em T + e,
e seja f € C com ¢(f) maximo que cruza o0 mesmo corte
(distinta de e em caso de empate).

o |


Nota
(*) T é uma árvore geradora mínima que contém A.
(*) A aresta e tem custo mínimo e cruza um corte (S,V-S) que respeita A.
(*) T+e tem um único ciclo C.
(*) C contém as extremidades x (em A) e y (fora de A) da aresta e.
(*) C tem pelo menos outra aresta cruzando o corte (S,V-S), senão y estaria em A.



Nota
Nenhuma aresta de A cruza o corte (S,V-S)


Arestas seguras

fCorte em G: particao (S,V \ 9). T

Aresta e cruza o corte (5,V \ S) se
exatamente um de seus extremos esta em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, ¢), entao e com
c(e) minimo em corte que respeita A € segura para A.

Prova: Seja T"uma MST em (G, ¢) que contem A.
Se e estd em T', ndo ha nada mais a provar.

Se e nao esta em T, seja C 0 Unico circuito em T + e,
e seja f € C com ¢(f) maximo que cruza o0 mesmo corte
(distinta de e em caso de empate).

LEntéo T':=T+e— fé&MSTecontém AU {c}.n J
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Arvore geradora minima

5 N

O primeiro é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracao,
escolhe uma aresta segura mais barata possivel.

s dois proximos algoritmos se enguadram no genérico.

O algoritmo de Kruskal vai aumentando uma floresta.

O segundo é o algoritmo de Prim,
gue mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracao uma aresta segura a 7.

Os dois produzem uma MST de (G, ¢).
n:= |V(G)| em:=|E(G)|.
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Algoritmo de Kruskal

KRUSKAL (G, c) O

m—h

OCQCOWOO~NOOOIWN —

A<+ 0
sejamey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) fagca MAkeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de e;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A + AU{e;}
UNioN(u, v)

devolva A



Algoritmo de Kruskal
~ KRUSKAL (G,¢) O

A<+ 0
sejamey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) fagca MAkeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de e;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A + AU{e;}
UNioN(u, v)

OO NOO1WN —

10 devolva A

® MAKESET(x): cria conjunto unitario com elemento x;

® FINDSET(z): devolve identificador do conjunto da
particao que contém z;

L ® UNIoN(zx,y): substitui os conjuntos da particao que J
contém z e y pela uniao deles.



Algoritmo de Kruskal

f KRUSKAL (G, ¢)
1 A«

sejam ey, ..., e, as arestas de GG ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faca MakeSeT(u)
para: « 1 ate m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A <+ AU{e;}
UNION(u, v)

O OO0 NO O1 DN

—h

devolva A

Correcao:
Note que ¢; na linha 8 € uma aresta segura para A.

o
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Union-Find

fED boa para representar uma particao de um conjunto, e
as seqguintes operacoes sobre a particao:
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Union-Find

fED boa para representar uma particao de um conjunto, e
as seqguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(x): cria conjunto unitario com elemento x;

® FINDSET(x): devolve identificador do conjunto da
particao que contém z;

# UNIoN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém x e y pela unido deles.
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Union-Find

fED boa para representar uma particao de um conjunto, e
as seqguintes operacoes sobre a particao:
® MAKESET(x): cria conjunto unitario com elemento x;

® FINDSET(x): devolve identificador do conjunto da
particao que contém z;

# UNIoN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém x e y pela unido deles.

Custo de pior caso de cada operacao: O(lgn).

o
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Algoritmo de Kruskal
- -

KRUSKAL (G, ¢)
A
sejam ey, ..., e, as arestas de G ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faga MakeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A «+ AU {e;}
UNIoN(u, v)

OCQCOWoO~NOOOTIWN —

—h

devolva A

Consumo de tempo do union-find:
MakeSET : O(1) FinoSeT € Union : O(lgn)
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Algoritmo de Kruskal
-

f KRUSKAL (G, ¢)
A+
sejamey,...,e,, as arestas de G ordenadas por ¢
para cada u € V(G) faga MakeSET(u)
para: < 1 até m faca

sejam u e v as pontas de ¢;

se FINDSET(u) # FINDSET(v)

entao A «+ AU {e;}
UNIoN(u, v)

OCQCOWoO~NOOOTIWN —

—h

devolva A

Consumo de tempo do union-find:
MakeSET : O(1) FinoSeT € Union : O(lgn)

LConsumo de tempo do Kruskal: O(mlgn) J
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Arvore geradora minima

fS

Uma arvore T em G € geradora
se contém todos os vértices de G.

eja G um grafo conexo.

Problema: Dado G conexo com custo c. para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de custo minimo.

O custo de uma arvore é a soma do custo de suas arestas.
Tal arvore € chamada de arvore geradora minima em G.

MST: minimum spanning tree
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Arvore geradora minima

g N

eja G um grafo conexo.

Uma arvore T'em G é geradora
se contém todos os vértices de G.

Problema: Dado G conexo com custo ¢, para cada aresta e,
encontrar arvore geradora minima em G.
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Algoritmo de Prim

. PRIM (G, )

—h

OCQOWOOO~NODOIA~,WN —

seja s um vértice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key[]%O W[]%NIL
Q < V(G) > chavedew é key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)
entao r[v] < u key[v] « c(uv)

devolva =

aoritmos — D.



Algoritmo de Prim
. PRIM (G, )

seja s um vértice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key[]%() W[]%NIL
Q < V(G) > chavedew é key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)
entao r[v] < u key[v] « c(uv)

10 devolva 7

OO NOOTHA~A,WN =

Se @ for uma lista simples: Linha 4 e ExtrRacT-MiN : O(n)
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Algoritmo de Prim
. PRIM (G, )

seja s um vértice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key[]%() W[]%NIL
Q < V(G) > chavedew é key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)
entao r[v] < u key[v] « c(uv)

10 devolva 7

OO NOOTHA~A,WN =

Se @ for uma lista simples: Linha 4 e ExtrRacT-MiN : O(n)

Consumo de tempo do Prim: O(n?)

o



Algoritmo de Prim

" PRIM (G, )

OO NOOOTHA,WN =

10

seja s um vertice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key[v] < oo
key[]%() W[]%NIL
Q < V(G) = chavede v é key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)

entao 7[v] < u key[v] < c(uv) = DecreaseKey

devolva =

Se (@ for uma fila de prioridade:
Linha 4: ©(n) ExTRAcT-MIN € Decrease-Key : O(lgn)

o



P

OO NOOOTHA,WN =

Algoritmo de Prim

RIM (G, ¢)
seja s um vertice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key[v] < oo
key|s] <=0  7|s] <~
Q < V(G) = chavedevé key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)

10 devolva =

Se () for uma fila de prioridade:
Linha 4: ©(n) ExTRAcT-MIN € Decrease-Key : O(lgn)

C

o

onsumo de tempo do Prim: O(mlgn)

entao 7[v] < u key[v] < c(uv) = DecreaseKey



Algoritmo de Prim
" PRIM (G, )

seja s um vertice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key[v] < oo
key|s] <=0  7|s] <~
Q < V(G) = chavedevé key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe c(uv) < key(v)

OO NOOOTHA,WN =

10 devolva =

Se () for uma fila de prioridade:

Linha 4: ©(n) ExTRAcT-MIN € Decrease-Key : O(lgn)
Consumo de tempo do Prim: O(mIgn)

Consumo de tempo com Fibonacci heap: O(m + nlgn)

entao 7[v] < u key[v] < c(uv) = DecreaseKey



Algoritmo de Prim
. PRIM (G, )

seja s um vértice arbitrario de GG
parav € V(G) \ {s} faca key|v] + oo
key|s| <~ 0  7[s] ¢ ~w
Q < V(G) > chavedewé key[v]
enquanto @ # () faca

u < ExTRACEMIN(Q)

para cada v € adj(u) faca

sev e Qe cluv) < key(v)
entao r[v] < u key[v] « c(uv)

10 devolva 7

OO NOOTHA,WN =

Consumo de tempo
com lista simples: O(n?)
com fila de prioridade: O(mlgn)
L com Fibonacci heap: O(m +nlgn)
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